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广义 Orlicz空间的 λ—性质和一致 λ—性质

王俊明， 姜镕泽， 吴 丹
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摘 要:根据各种不同理论和应用的需要，Orlicz 空间有各种不同形式的推广，赋 p—Amemiya
范数的 Orlicz空间是 Orlicz空间的推广，记为 LM，p空间． λ—性质和一致 λ—性质是 Banach 空间几
何理论中的重要概念，它与端点和严格凸性有着紧密的联系． 本文中我们得出了 LM，p空间具有 λ—
性质，并给出了 LM，p空间具有一致 λ—性质的充要条件．
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λ-property and Uniformly λ-property of Generalized Orlicz Spaces
Endowed with p-Amemiya Norms ( 1≤p≤∞ )

WANG Jun-ming， JIANG Rong-ze， WU Dan
( School of Applied Sciences，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: According to the requirements of various theories and application，there are many generalizations of
Orlicz spaces． The spaces LM，p equipped with the p-Amemiya norms are the generation of the Orlicz spaces． λ-prop-
erty and uniformly λ-property are important geometric properties in Orlicz spaces． They have close connections with
extreme points and strict convexity． In this paper，we conclude that LM，p ( 1≤p≤∞ ) spaces have the λ-property
and the necessary and sufficient conditions that LM，p ( 1≤p≤∞ ) spaces have the uniformly λ-property．
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1 符号与定义

定义 1 映射 M: R→ 0，+ )[ ∞ 称为 N 函数: 如
果 M在 R +

上是偶的，连续的凸函数，且

M( 0) = 0，lim
u→0

M( u)
u = 0，lim

u→∞

M( u)
u = ∞

在 G 上 的 一 实 值 可 测 函 数 x 定 义 其 凸 模

ρM ( x) = ∫GM( x( t) ) dt．
定义 2 令 X是可测函数构成的线性空间，x∈

X，记

‖x‖M，p =
inf
k ＞ 0

k － 1 ( 1 + ρpM ( kx) )
1
p， 如果 1≤p ＜ ∞

max{ 1，ρM ( kx) } ， 如果 p ={ ∞
为 p － Amemiya范数( 简记为 p －范数) ．
显然有

‖x‖M，1 =‖x‖0，‖x‖M，∞ =‖x‖
且这些 p － Amemiya范数是相互等价的．

定义 3 设 ( G，∑，μ) 是非原子，完备的测度
空间，L0 ( μ) 是所有定义在 G 上的依测度等价的实
值可测函数全体，



XρM = { x∈L0 :存在 λ ＞ 0，使得 ρM ( λx) ＜ ∞ }
X'ρM = { x∈L0 :任意 λ ＞ 0，都有 ρM ( λx) ＜ ∞ }
记

LM，p = ( XρM，‖·‖M，p ) ，EM，p = ( X'ρM，‖·‖M，p )

且 LM，p和 EM，p都是 Banach空间．
定义 4 X 是 Banach 空间，称 x0∈S ( X) 是端

点:如果 y，z∈S ( X) ，x0 = y + z
2 ，蕴含 y = z; 若 S ( X)

上每一点都是端点，则称 X 是严格凸空间( R) ． SCM

表示 M的所有严格凸点，记
cM = sup{ u≥0: M( u) ＜ ∞ }

则

SCM{ u∈R: M( u) ＜ ∞ }∪{ ± cM}
记

αp : X→［－ 1，∞］

αp ( x) =
ρp － 1M ( x) ρN ( p + ( | x | ) ) － 1，如果 1≤p ＜ ∞
－1， 如果 p = ∞，ρM ( x) ≤1

ρN ( p + ( | x | ) ) ， 如果 p = ∞，ρM ( x)
{

＞ 1
K*

p : X→［0，+ ∞ ) ，K*
p ( x) = inf{ k≥0，αp ( kx) ≥0}

K＊＊p : X→( 0，+ ∞］，K＊＊p ( x) = sup{ k≥0，αp ( kx) ≤0}
易知，对任意的 1≤p≤∞，有

K*
p ( x) ≤K＊＊p ( x)

记 Kp ( x) = { 0 ＜ k ＜ ∞ : K*
p ( x) ≤k≤K＊＊p ( x) }

定义 5 称 Orlicz函数 M 是 Kp唯一的是指: 对

任意的 x∈XρM / { 0} ，有
0 ＜ K*

p ( x) ≤K＊＊p ( x) ＜ ∞，( 其中 1≤p≤∞ ) ．
定义 6 对任意的 x∈B( X) ，记
λ( x) = sup{ λ∈［0，1］: x = λe + ( 1 － λ) y，

y∈B( X) ，e∈ExtB( X) }
如果 λ( x0 ) ＞ 0，那么 x0 叫做 B ( X) 的一个 λ—点;
如果对任意的 x∈B ( X) ，都有 λ ( x) ＞ 0，那么 Ba-
nach空间 X叫做具有 λ—性质．
定义 7 如果 λ( X) = inf{ λ( x) : x∈B( X) } ＞

0，那么就说 Banach空间 X具有一致 λ—性质．
主要内容:

引理 1［10］ 如果 ExtB( X) ≠Φ，x，y，z∈B( X) ，
且存在 α∈( 0，1) ，使得

x = αy + ( 1 － α) z
那么

λ( x) ≥αλ( y)

因此 λ( 0) = 1
2 且

λ( u) ≥max{ 2 －1 ( 1 －‖u‖) ，
λ( u /‖u‖) ‖u‖} ( u( ≠0) ∈X)

引理 2［10］ x∈S( LM，p ) 是 B( LM，p ) 的端点的充

要条件是:

1) k*
p ( x) = k＊＊p ( x) = k ＜ ∞ ;

2) kx( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈G;
3) | x( t) | = cM ＜ ∞，μ － a． e． t∈G;

引理 3［10］ x∈S( LM，p ) 是 B( LM，p ) 的端点的充

要条件是:

1) 当 p = 1 时，满足
( a) k*

1 ( x) = k＊＊1 ( x) ＜ ∞

( b) k*
1 ( x) ·x( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈{ G

;

2) 当 1 ＜ p ＜ ∞时，满足
k*
p ( x) ·x( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈G;

3) 当 p = ∞时，或者满足
① ρM ( x) = 1 且 x( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈G;

或者满足

② | x( t) | = cM ＜ ∞，μ － a． e． t∈G

引理 4［9］ 对于任意的 1≤p≤∞，x∈XρM \ { 0}

和 a ＞ 0，有 ( i) k*
p ( x) = ak*

p ( ax) ; ( ii) k＊＊
p ( x ) =

ak＊＊p ( ax)

引理 5［10］ 对于任意的 Orlicz 函数 M，LM 空间

具有 λ—性质．
引理 6［10］ 对于任意的 Orlicz 函数 M，Lo

M空间

具有 λ—性质．
引理 7［9］ 如果 1 ＜ p ＜ ∞，那么 Orlicz 函数 M

是 Kp 唯一的充要条件是: M 在［0，∞ ) 上是非线
性的．
定理 1 LM，p ( 1≤p≤∞ ) 空间具有 λ—性质．

证明:因为 LM，1 = Lo
M，LM，∞ = LM，根据引理 5 和

引理 6 知:
LM，L

o
M空间都具有 λ—性质，所以只需要证明 1 ＜ p

＜ ∞的情形．
就是要证:对任意的 x∈S( LM，p ) \ExtB( LM，p ) ，有

λ( x) ＞ 0 ( 其中 1 ＜ p ＜ ∞ )
不失一般性，假设对任意的 t∈G，有

x( t) ≥0
由引理 3，有

μ{ k*
p ( x) ·x( t) SCM} ＞ 0

根据引理 7，M不是 Kp 唯一的．
在集合 Kp ( x) 中选择一点 k，S M 表示 M的所有仿射
区间，令

y( t) = kx( t) SM

则

‖y‖M，p =‖kx‖M，p = k‖x‖M，p = k
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下面证明
y

‖y‖M，p
∈ExtB( LM，p )

根据引理 3 的( 2) ，只须证明

k*
p

y
‖y‖M，

( )
p

y
‖y‖M，p
( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈G．

( 1)
根据引理 4，有

k*
p

y
‖y‖M，

( )
p

=‖y‖M，pk
*
p ( y)

所有式( 1) 就是
k*
p ( y) y( t) ∈SCM，μ － a． e． t∈G． ( 2)

由于 k*
p ( y ) 是一常数，y ( t )  SM，故式 ( 2 ) 显然

成立．
令

z = σ － 1 ( kx － ( 1 － σ) y) ( 其中 0 ＜ σ ＜ 1)
则‖ z‖M，p = ‖ σ － 1 ( kx － ( 1 － σ ) y ) ‖M，p ≤
σ － 1 ( ‖kx‖M，p － ( 1 － σ) ‖y‖M，p ) = σ

－ 1 ( k － ( 1 －
σ) k) = k
另一方面，由于 kx = ( 1 － σ) y + σz，对上式两边同时
取范数，得

‖kx‖M，p =‖( 1 － σ) y + σz‖M，p

即

k =‖( 1 － σ) y + σz‖M，p≤‖( 1 － σ) y‖M，p +

‖σz‖M，p = ( 1 － σ) ‖y‖M，p + σ‖z‖M，p =

1 － σ + σ‖z‖M，p

也就是

‖z‖M，p≥k
从而

‖z‖M，p = k
故

x = 1 － σ
k y + σ

k z = ( 1 － σ) y
‖y‖M，p

+ σ z
‖z‖M，p

根据引理 1，有
λ( x) ≥1 － σ ＞ 0

综上，LM，p ( 1≤p≤∞ ) 空间具有 λ—性质．
引理 8［10］ 如果 Banach 空间 X 具有 λ—性

质，则

B( X) = coExtB( X)
且对任意的 x∈B( X) ，有

x = ∑λ i ei 其中 ei ∈ ExtB( X) ，λ i ≥ 0，∑λ i = 1

推论 1 B ( LM，p ) = coExtB ( LM，p ) ，且对任意的

x∈B( LM，p ) ，有 x = ∑ λ i ei，

其中 ei∈ExtB( X) ，λ i≥0，∑ λ i = 1

引理 9［10］ LM 空间具有一致 λ—性质的充要
条件是: Orlicz函数 M是严格凸的．
引理 10［10］ Lo

M空间具有一致 λ—性质的充要
条件是:

sup{ bi /ai : bi ＞ 1} ＜ ∞
其中{ ［ai，bi］} i 是 Orlicz函数 M的所有仿射区间．
定理 2 LM，p ( 1 ＜ p ＜ ∞ ) 空间具有一致 λ—性

质的充要条件是:

ExtB( LM，p ) ≠Φ
证明:充分性，对任意的 x∈B( LM，p ) / { 0} ，有

x =‖x‖M，p·
x

‖x‖M，p
+ ( 1 －‖x‖M，p ) 0

由于 ExtB( LM，p ) ≠Φ，根据引理 1，有

λ( x) ＞ max{‖x‖M，p，2
－1 ( 1 －‖x‖M，p ) }≥

1
3

又 λ( 0) = 1
2 ，所以

λ( LM，p ) ＞ 0
必要性反证法，假若:

ExtB( LM，p ) =Φ
由于 LM，p空间具有 λ—性质，根据推论 1，有

B( LM，p ) = coExtB( LM，p ) = coΦ =Φ
而 LM，p空间的单位球面不可能是空集，所以假设不

成立．
所以

ExtB( LM，p ) ≠Φ
综合引理 9，引理 10，定理 2，得到如下推论:
推论 2 LM，p ( 1≤p≤∞ ) 空间具有一致 λ—性

质的充要条件是:

1) 当 p = 1 时，sup { bi /ai : bi ＞ 1 } ＜ ∞，其中
{ ［ai，bi］} i 是 Orlicz函数 M的所有仿射区间．

2) 当 1 ＜ p ＜ ∞时，ExtB( LM，p ) ≠Φ
3) 当 p = ∞时，Orlicz函数 M是严格凸的．
引理 11［10］ 如果 Banach空间 X具有一致 λ—

性质，那么对于任意的

x∈B( X) ，有

x = ∑ λi ei，( 其中 ei∈ExtB( X) ，λi≥0，∑ λi =1)

且 x = ∑λ i ei 一致收敛．

推论 3 对任意的 x∈B( LM，p ) ，有

x =∑ λi ei，(其中 ei∈ExtB( LM，p ) ，λi≥0，∑ λi =1)

且 x = ∑λ i ei 一致收敛．
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…，zm，然后计算得 W1 ;

2) 重复( 1) n次，得到 Ŵ1，Ŵ2，…，Ŵn，并记其次

顺统计量为 Ŵ( 1) ，Ŵ( 2) ，…，Ŵ( n) ．

3) 那么系统可靠度 1 － α 置信下限近似为 ψ̂ －

n － 1
3 Ŵ( ［n( 1 － p) ］) ．
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